
第三章 随机误差 
随机误差是误差分析和研究的主要对象之一。随机误差与相应的无偏测得值都属于随

机变量范畴，可以借用概率论、数理统计中研究随机变量的方法来分析研究随机误差，弄

清其特征及统计规律，并找出处理随机误差的方法。估算随机误差，要求测量数据是无偏

的，即不含粗大误差和系统误差。但是在实际情况中，严格的无偏不可能实现，所以人们

都是依精度要求先对测量数据进行消除粗大误差及修正可修正的、不允许存在的系统误差

的处理工作。另外为了处理上的方便，也可将某些变值系统误差归入到随机误差中一并处

理。如像某些数值微小、变化很频繁的变值系统误差；或已知变化规律，但处理时需付代

价太大的变值系统误差；或随机性较强的变值系统误差。如此处理的测量数据可视作无偏

数据，即可进行随机误差的分析与处理。 

随机误差服从一定的统计规律，它有不同的分布形式，如：正态分布、均匀分布及 t

分布等等。其中正态分布(也称为高斯分布)是最简单、最基本也是最重要的分布形式之一。

实际测量中许多随机误差都非常接近于正态分布，因而着重研究正态分布的随机误差是本

章的主要任务，除此之外还将简介几种常见的其他分布。 

研究随机误差，相应的测量往往是对同一被测量的多次重复测量。对于单次测量研

究随机误差，可将其视为多次重复测量的一次抽样来处理。 

§3-1 随机误差的分布 

3-1-1 正态分布的随机误差的特性 

① 在一定的测量条件下，随机误差的绝对值不会超过一定的限值──有界性。 

② 在测量次数很大的情况下，绝对值相等的正、负误差出现机会相等──对称性。 

③ 绝对值小的误差出现的机会比绝对值大的误差出现的机会大──单峰性。 

如图 3-1 所示，其中 f(δ)对应于随机误差 δ出现的机会。显然： 

f(δ)＜f(0),           (δ≠0) 

f(δi)=f(-δi)， 

f(±δi)＞f(±δj),    ∣δi ∣<∣δj∣     
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随机误差是由多种随机的、彼此等作用的且微小的影响测量因素综合作用而产生的。

一些影响因素被稳定在一定的水平上，但又随机性的小幅波动；另一些因素是未被控制的

环境条件，做随机变化；再有测量仪器内部各种随机的细微变化等等，它们的共同作用导

致产生了正态分布的随机误差。 

若产生随机误差的影响因素较少，或在许多因素中，某个或某几个影响较大时，都会

造成随机误差偏离正态分布特征，而表现为其他分布规律。 

 

图 3-1 随机误差正态分布曲线 
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3-1-2 随机误差的经验分布曲线 

实际测量中，一般而言，随机误差的分布是未知的，可以利用有限多的无偏测量数据

作分布曲线──称为经验分布曲线，从而估计随机误差的分布规律以及有关其他信息。以

下简介用统计直方图作经验分布曲线的方法。 

1 有关的标记 

记被测量为 X，其真值为 a．对 X 等精度重复测量 n 次，第 i 次测得值为 x i (此处

xi 应是无偏的，即消除了粗大误差,不含不可忽略的系统误差)，随机误差为 

δi=xi-a,(i=1,2,3,…,n).则有测量列{xi}和{δi}，也称其为容量为 n 的样本。显然测量列{xi}
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 ,即在 xi附近单位区间内的频率。其中的 Δx 可依据测量精度或

测得值的间隔取，在允许的条件下，Δx 应尽量小些，且处处相同。在理论上 n→∞时，

称 yi 为概率密度。  

2 统计直方图  

取平面直角坐标系，横轴为 x；纵轴为频率密度 y，如图 3-2 示。对应测得值 xi 的第

i 个小矩形：高为 yi;宽为 Δxi=
2
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   (i=1,2,3,…,n).一般 Δxi 不一定相等，但

为简便,取其为定值记为 Δx，并尽可能使测量次数 n 足够大，测量精度尽可能高，即使

Δx→0，从而使小矩形极窄。小矩形的面积 Si=yi·Δxi=fi，即为测 X 为 xi 的频率。由测量数

据 xi 和 yi(i=1,2,3,…,n)可作出 n 个小矩形，从而得到统计直方图，如图 3-3 所示。 

若将横轴取为随机误差 δ，将图 3-3 中纵轴平移至 x=a 处，即可得到随机误差的统

计直方图。 

 

 

 
 

 

 

 

 

3 经验分布曲线 

将直方图中各小矩形的中点相连接，即可得到相应的连续的经验分布曲线，即 y=f(x)

或 y=f(δ).显然重复测量次数 n 越大，测量精度越高，即 Δx 或 Δδ越小，则画出的曲线越
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光滑。实际测量中，测量精度有限，测量次数也不可能无穷多，得到的测量列{xi}或 

{δi}是离散的，有限多的，由此画出的经验分布曲线只能是真实分布规律的一个近似。 

作出经验分布曲线后，与标准的分布曲线相比较，以判定分布类型。若测得值 x,

随机误差 δ服从正态分布，则绘出的曲线应如图 3-4 所示。实际测量中，在许多情况下

得到的经验分布曲线都会很接近于正态分布。 

 

 

 

 

 

 

§3-2
*
 概率密度函数、置信概率及概率积分  

称上述的 f(x)为随机变量 X 的概率密度函数；称 f(δ)为随机误差 δ的概率密度函数。 

3-2-1 置信概率、概率积分 

因 f(x)和 f(δ)为概率密度函数，则：f(x)dx 为随机变量 X∈(x, x+dx)的置信概率； 

f(δ)dδ为随机误差 δ∈(δ, δ+dδ)的置信概率。 

在 x 和 δ的有限大的区间上积分，则可求得相应的置信概率 P，称该运算为概率积

分，即                       
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由图 3-4 可见，上述概率值即为分布曲线 f(x)，f(δ)下的面积值。由归一性知  
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      3-2-2 正态分布下的有关概念  

1 概率密度函数 

正态分布随机变量 X 其值 x∈(-∞,∞)的概率密度函数为  
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式中,σ为标准差；μ为随机变量 X 的数学期望，即  
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正态分布的随机误差 δ[δ∈（-∞，+∞）]的概率密度函数为  
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       2．置信概率和概率积分 

正态分布的随机变量 X，取值为 x∈(x1,x2)的置信概率为  
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同理正态分布的随机误差取值为 δ∈(δ1, δ2)的置信概率为  
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为了避开上述较繁的积分运算，特介绍用拉普拉斯(Laplace)函数: 
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记： σδz m / ,则
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所以             )(Φ2)( zδδδP mm         ( σδz m / )         (3-2-5) 

可见给定了误差限 δm，即给定了 z值，查 Laplace 函数表，就可求出置信概率来， 

即： )(Φ2)()( zδδδPδaxδaP mmmm  ，  ( σδz m / ).   

表 3-1                       拉普拉斯函数值表  

z 0.6745≈2/3 0.7979≈4/5 1 1.96 2 2.58 3 4 

Φ(z) 0.2500 0.2881 0.3413 0.4750 0.4772 0.4950 0.49865 0.49997 

2Φ(z) 0.5000 0.5762 0.6827 0.9500 0.9544 0.9900 0.9973 0.99994 

例如：          P(-σ <δ <σ  

P(-2σ < δ < 2σ)=  

P(-3σ < δ <3 σ)=  

由归一性知     P(-∞＜δ＜∞)＝P(-∞＜x＜∞ )=1．  

3.正态分布随机变量的参数 

       (1)数学期望   
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当随机变量 X 的取值为离散型时，上述积分应变为离散求和的形式，记总体的容量为 N，
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显然 μ为正态分布随机变量 X 的分布中心；δ=0 为正态分布随机误差的分布中心。

由概率积分可见 σ表明了随机误差的分散性，则采用标准差 σ作为随机误差的表征。  



3-2-3 误差限(值)、置信因数等  

已介绍过测量结果表示为：Y=y±U，置信概率 P．其中 y 是被测量 Y 的无偏测得值，

U 为测量不确定度或误差限(值)的估算值。也可将 U 写成：kσ形式，其中 σ即标准差的

估计值。系数 k 通常取大于 1的数值。若记误差限为 δlim，则  

δlim=kσ                              (3-2-7) 

若已知误差限，则标准差 σ为  

kδσ /lim                             (3-2-8)

如测量 X，测得 x 及其标准差的估计值为 σ′，则该测量结果可表示为  

σkxx   

)()( σkδσkPσkaxσkaPP   

称 k 为置信系数，或置信因数； σk  为置信限或置信区间。当明确了随机误差的分布后，

对于误差限 δlim =kσ 中 k 的取值，一般应保证置信概率 )( σkδσkP  约为 0.95，或不

小于 0.90．例如若知随机变量 Y 服从正态分布，取置信因数 k=2,则误差限 δlim=2σ，则有

测量结果表示为 Y=y±2σ，P=95.44%.若取 k=1.96,则 δlim=1.96σ，则 Y=y±1.96σ，P=95%．取

k=3，则 δlim=3σ，则 Y=y±3σ, P  

§3-3 随机误差参数的实验估计值  

随机误差的参数即数学期望和方差(或标准差)。因实际测量只能进行有限多次，获

得有限个无偏测得值，即得到一个有限容量的样本。由该样本估算上述参量，只能得到

它们的实验估计值. 

3-3-1 数学期望的实验估计值  

对被测量 X 进行 n 次等精度重复直接测量，得无偏测量列 xi (i=1,2,3,…,n)，即得到

一个容量为 n 的样本。则 X 的数学期望的实验估计值即为该样本的算术平均值  
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3-3-2 标准差的实验估计值——实验标准差 σs  

实验标准差在不至混淆情况下，也简称为标准差。由测量列 x i (i=1,2,3,…,n)估算
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因实际测量中，真值 a 不可得，则上式实用价值不大，为此找出以剩余误差

xxυ ii  (i=1,2,3,…,n)计算 σs的表达式。推导过程如下：  



由(3-3-2)式出发，首先找出 δ i ～υ i 关系：  

因为 δi= x i -a, xxυ ii  ，二式相减得 axυδ ii  ,记 axδ
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 ， 因 x 与 a 皆为常量，

所以
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δ 也是常量，所                
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再回到○1 式，对其求平方后再求和   
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上式称为贝塞尔(Bessel)公式，是经常使用的重要公式之一。在实际测量中，可由无偏 

的测得值 x i (i=1,2,3,…n)，求出算术平均值 x ，再代入 Bessel 公式就可算出表征随机误差

的标准差的实验估计值 σs．或用计算器，在其统计功能下，输入数据 x i (i=1,2,3,…,n)即

可得到 x 、σs 等。显然用 Bessel 公式估算标准差,测量次数越大，效果越好；对于单次

测量(n=1)，则不能用该式估算标准差。  

3-3-3 算术平均值的实验标准差 xσ  



   无偏测得值 x i 是随机变量,其算术平均值 x 也是随机变量。我们用 σ表征 x i 对真值 a

的离散程度,同理可用 xσ 表征 x 对 a 的离散程度,显然 xσ 比 σ (或 σs)要小,易推得 xσ 或 xσ

的实验估计值为                    
n

σσ
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推导 nσσ
x

 :对于无偏测得值 x i (i=1,2,3,…,n),视每个 x i 各属于一组无偏的测得

值,则共有 n 组测值,且这 n 组都是等精度测量,即各组的标准差皆相等

ni σσσσσ  321 ,记为σ .又因 n 个 x i 皆是随机测得,故彼此相互独立,则可

由方差性质推导 
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所以                     
n

σσ
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  .                             

由 Bessel 公式可见,随测量次数 n 的增加, sσ 趋于稳定；而 xσ 则随 n 增大而减小,即

测量精度可随 n 增加而提高。如图 3-5,取横坐标为测量次数 n;纵坐标为
nσ

σ x 1 ,可

见 xσ 随 n 增大而非线性减小的关系。当测量次数超过 10 以后, xσ 的下降已很缓慢了,

这样只用提高测量次数的手段来提高测量精度的做法已很不可取。一般选 n 为 8 或 10

左右,欲进一步提高测量精度应从除增大 n 以外的其他方面入手,使标准差减小,从而降

低 xσ . 

例 3-1 用温度计对某个不变温度等精度重复测量,有无偏测得值 it (i=1,2,3,…,n)列于

表中。求测量列的算术平均值、实验标准差以及算术平均值的实验标准差。 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

it (℃) 528 531 529 527 531 533 529 530 532 530 531 

解 用计算器算出     ℃
11

1

    0909.530
11

1
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图 3-5 
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取: ℃  8.1sσ ,  ℃0.6
t

σ ,  则 ℃   1.530t  

即:                        ℃   6.01.530 
t

σtt  

3-3-4 单次测量时标准差的估算  

实验中常会遇到被测量是动态的或变化的,尤其当这种变化是不可逆的,则不可能对

被测量进行多次重复测量。另外，在对精密度无特别要求的前提下,也不必进行多次重复

测量。进行单次测量有时也需估算测量的标准差。我们知道，对于单次测量不能用 Bessel

公式计算实验标准差,在此简单介绍常用的估算方法。已指出过,单次测量可视作多次重复

测量的一次抽样,这样由数理统计可给出其标准差的估计值。由(3-2-7)式：δlim=kσ ,可见若

能够估计出测量的误差限 δlim  (或极限误差)，并明确了相应的随机误差的分布,即可确定

置信因数 k,则单次测量的实验标准差即可得知。如知随机误差服从正态分布,则可取 k=3;

由分析或经验知测量误差不超过m,即知误差限 δlim=m,则可估计标准差为 σ=m/3. 

对于一般常用的测量器具,如米尺、游标卡尺、螺旋测微计、天平、秒表、温度计、

电气仪表等, δlim 可取为器具的精密度或最大误差值。对于未标明精度或误差的测量器具, 

δlim 也可取其最小刻度值或该值的适当倍数值。至于 k 的取值,应保证使置信概率接近 1

或等于 1．  

§3-4 其他分布简介  

在多数情况下,随机误差趋近于正态分布,但也会有明显偏离正态分布的情况,如影
响随机误差的诸多因素中有一个或几个作用较突出时,就会使随机误差呈现非正态分布。 

   随机误差的非正态分布有:均匀分布、切尾正态分布、反正弦分布、三角形分布、t

分布等等。几种常见的非正态分布列于表 3-2 中。 

下面简单介绍一下均匀分布。  
若在某个范围内,随机变量 X(或随机误差 δ)出现的概率密度为定值,则称其服从均

匀分布。均匀分布的概率密度函数为 
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服从均匀分布的随机误差有:数字修约误差；由仪表分辨率限制而产生的示值误差；指

示仪表调零不准产生的误差,等等。 

服从均匀分布的随机变量 X 的数学期望 E(X)和方差 D(X)为  
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表 3-2                        几种常见的随机分布  

分布类型 
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所以,标准差为      
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式中,( 2x - 1x )/2= mδ . 

如图 3-6(b)所示,随机误差的上下限 1δ =- mδ ； 2δ = mδ ,则 2δ - 1δ =2 mδ .又因

1δ = 1x -E(X)； 2δ = 2x -E(X),所以 2δ - 1δ = 2x - 1x , 2 mδ = 2x - 1x ,则 mδ =( 2x - 1x )/2,所以标准

差为  

3
= mδσ                            (3-4-3)  

或                        σδm 3                             (3-4-4)  

 

对比(3-2-7)式 kδσ /lim ,可见,在均匀分布下,置信因数应为 3k ,相应的置信
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§3-5
* 非等精度测量中随机误差的参数估算  

当影响测量误差的诸多因素并非皆小,且所起作用大小不同时,则会形成非等精度测

量。例如:各因素皆为小作用,且各作用皆相同,进行分组重复测量,仅各组的测量次数不

同,也会造成非等精度测量。  

对非等精度测量进行处理,所涉及的主要参量为:权、加权算术平均值和加权算术平

均值的标准差。  

3-5-1 权  

如对物理量 X 进行分组测量,共测 m 组,每组测量结果为 jx 和
jxσ 简记为 σj 

(j=1,2,3,…,m)．因为是非等精度测量,各组测量结果不尽相同。因为 σj 是反映测量精度的

参数, σj 不尽相同,则各组测量精度不同,因而对各组测量结果的信赖程度也不同。 为描

述该信赖程度,引入“权”,记为 pj (j=1,2,3,…，m)．信赖程度大,权大；反之则小。为简单,

图 3-6 

δ δm -δm 0 

(b) 

f(δ) 

x1                              

（a） 

x2 0 x 

f(x) 



将权取为纯数,且 pj≥0．通常权本身的大小并不特别重要,重要的是权的相对比值。   在

非等精度测量中,权的确定是很关键的问题,而且并非易事。通常可根据经验确定；有的

情况下也可根据测量次数确定(这是大家较熟悉的方法)；还可依测量精度参数确定,如可

以取权为 
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因为权的相对意义重要,对于一组 σj (j=1,2,3,…,m)可任取其中一个 σk,令相应的权
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所以权的比       
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显然,等精度测量权 pj≡1(j=1,2,3,…,m)．  

3-5-2 加权算术平均值和加权算术平均值的实验标准差 

  对被测量 X 非等精度测 m 组,每组测量结果为: jx 、 jσ 和 jp (j=1,2,3,…,m)．记加权

算术平均值及其实验标准差为 px 和
pxσ ,易推出 
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例 3-2 对室温进行监测,共测得 5 组数据如下表所示。试写出测量结果表示(即

t
ptp σt  ). 

j 1 2 3 4 5 

 ℃)   jt  20.36 20.42 20.39 20.45 20.40 

)(  ℃jσ  0.009 0.012 0.006 0.015 0.003 



解 由测量数据可见,各组的 σj 不同,显然为非等精度测量。第 5 组测量(σ5=0.003℃)

精度最高,可信赖程度也最高;第 4组则为最差者。先确定权,取 
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取  ℃0 0 8.0
Pt

σ ，则 ℃397.20Pt . 

        t=(20.397±0.008)℃.  

严格说来，实际测量都是非等精度测量。非等精度测量的数据处理比起等精度测量

要复杂得多。所以实际工作中，总是尽可能在测量前进行适当调整，使测量尽可能接近

等精度测量，或在满足一定测量精度要求下可视为等精度测量，从而可以对测量数据按

照等精度测量的数据处理方法进行处理。 

习 题 三  

3-1 何谓随机误差?正态分布随机误差的特性是什么?  

3-2 正态分布随机变量 x 和随机误差 δ 的概率密度函数如何?何谓概率积分?如何求

置信概率值?  

3-3 对被测量 X 进行 n 次等精度重复测量，得测量列{xi} (i=1,2,3,…,n). 试写出其算

术平均值 x ，实验标准差 sσ ， x 的实验标准差
x

σ . 

3-4 对被测量 X 进行非等精度测量，测得 m 组结果 jx 和 jσ (j=1,2,3,…,m).试写出权

p j 及加权算术平均值 Px ，加权算术平均值的实验标准差
Pxσ . 

3-5 对某量进行工程测量，知测量误差值不超过 b，试在正态分布和均匀分布情况

 

3-6 对某物理量等精度重复测量 n=51 次，测得值 xi 及其频数 mi 如下表所示(表中 xi

按由小到大排列，取Δx=0.01mm).试计算频率
n

m
f i

i  和频率密度
Δx

f
y i

i  ，分别填入表

中，并作出经验分布曲线。 

3-7 用 3-6 题中测量数据估算 x 的算术平均值、标准差和算术平均值的标准差，并写

xi (mm) 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07 1.08 1.09 1.10 1.11 

mi 1 3 6 8 10 7 8 4 3 0 1 

fi            

yi (mm
-1

)            



出结果表示(即 xσxx  ).  

3-8 等精度重复测长度 L，共测了 10 次，得无偏测量数据如下表所示。试求测量列

的算术平均值 L，实验标准差 σs 和算术平均值的实验标准差
L

σ ，写出测量结果表示

(
L

σLL  )． 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Li (mm) 4.74 4.78 4.71 4.80 4.72 4.77 4.73 4.75 4.74 4.76 

 

 


